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1 2017년 IMO Problem Algebra

1. R은 실수 전체의 집합이다. 다음 조건을 만족하는 함수 f : R → R을 모두

구하여라.

임의의 실수 x, y에 대하여,

f(f(x)f(y)) + f(x+ y) = f(xy)
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2 2016년 IMO shortlisted problems Algebra

2. 양수 a, b, c가 min(ab, bc, ca) ≥ 1를 만족할 때

3
√

(a2 + 1)(b2 + 1)(c2 + 1) ≤
(
a+ b+ c

3

)2

+ 1

가 성립함을 보여라.

3. 다음이 성립하는 양수 C의 최솟값을 구하여라.

임의의 다섯개 양의 실수 a1, a2, a3, a4, a5 중에서 항상 서로 다른

i, j, k, l이 존재하여 ∣∣∣∣ aiaj − ak
al

∣∣∣∣ ≤ C.

가 성립한다.

4. 다음을 만족하는 3이상의 정수 n을 모두 구하여라.

임의의 실수 a1, a2, . . ., an과 b1, b2, . . ., bn에 대하여, |ak|+|bk| = 1

(1 ≤ k ≤ n)이 성립할 때, x1, x2, . . . , xn ∈ {1,−1}이 존재하여∣∣∣∣∣
n∑

k=1

xkak

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

xkbk

∣∣∣∣∣ ≤ 1

을 만족한다.

5. 양의 실수 전체의 집합을 R+로 나타내자. 다음을 만족하는

함수 f : R+ −→ R+를 모두 구하여라.

모든 실수 x, y에 대하여

xf
(
x2

)
f(f(y)) + f(yf(x)) = f(xy)

(
f
(
f
(
x2

))
+ f

(
f
(
y2
)))

이 성립한다.
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6.

(a) 모든 양의 정수 n이 다음을 만족함을 보여라.

어떤 정수 a, b가 존재하여, 0 < b ≤
√
n+1,

√
n ≤ a

b ≤
√
n+ 1

을 만족한다.

(b) 다음을 만족하는 양의 정수 n이 무수히 많음을 보여라.

0 < b ≤
√
n과

√
n ≤ a

b ≤
√
n+ 1을 만족하는 정수 a, b가

존재하지 않는다.

7. 양변이 각각 2016개의 일차식으로 이루어진 다음 방정식이 칠판에 쓰여 있다.

(x− 1)(x− 2) · · · (x− 2016) = (x− 1)(x− 2) · · · (x− 2016)

이 방정식의 4032개의 일차식 중에서 정확하게 k개의 식을 잘 지워서, 양변에

각각 적어도 하나의 일차식은 남아있고, 지우고 남은 방정식이 실근을 갖지

않게 하려고 한다. 이것이 가능하게 되는 가장 작은 양의 정수 k의 값은 무엇

인가?

8. 실수 전체의 집합을 R로 나타내자. 다음을 만족하는 함수 f : R −→ R을

모두 구하여라.

i. f(0) ̸= 0

ii. 모든 실수 x, y에 대하여

f(x+ y)2 = 2f(x)f(y) + max
{
f
(
x2

)
+ f

(
y2
)
, f

(
x2 + y2

)}
가 성립한다.
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9. 다음을 만족하는 실수 a의 최댓값을 구하여라.

임의의 양의 정수 n에 대하여 0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xn일 때

1

x1 − x0
+

1

x2 − x1
+· · ·+ 1

xn − xn−1
≥ a

(
2

x1
+

3

x2
+ · · ·+ n+ 1

xn

)
이 성립한다.

3 2015년 IMO shortlisted problems Algebra

10. 양의 실수의 수열 a1, a2, a3, . . . 가 모든 자연수 k에 대하여

ak+1 ≥ kak
ak2 + (k − 1)

을 만족한다. 이때, 모든 2이상의 자연수 n에 대하여 a1 + a2 + · · ·+ an ≥ n

이 성립함을 보여라.

11. 모든 정수 x, y에 대하여,

f(x− f(y)) = f(f(x))− f(y)− 1

를 만족하는 함수 f : Z → Z를 모두 구하여라.

12. 양의 정수 n을 하나 고정하자. 다음 식의 최댓값을 구하여라.∑
1≤r<s≤2n

(s− r − n)xrxs

여기서 모든 i = 1, 2, . . . , 2n에 대하여 −1 ≤ xi ≤ 1이다.
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13. 다음을 만족하는 함수 f : R −→ R을 모두 구하여라.

모든 실수 x, y에 대하여

f(x+ f(x+ y)) + f(xy) = x+ f(x+ y) + yf(x)

가 성립한다.

14. 다음을 만족하는 함수 f : Z −→ 2Z+ 1을 모두 구하여라.

모든 정수 x, y에 대하여

f(x+ f(x) + y) + f(x− f(x)− y) = f(x+ y) + f(x− y)

(단, Z는 정수 전체이 집합이고 2Z+ 1은 모든 홀수의 집합이다.)
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15. n을 2 이상의 고정된 자연수라 하자. 실수 계수 다항식 P 와 Q에 대하여

다음이 성립하면 두 다항식이 블록-닮음이라고 한다.

모든 i ∈ {1, 2, . . . , n}에 대하여 수열

P (2015i), P (2015i− 1), . . . , P (2015i− 2014)과

Q(2015i), Q(2015i− 1), . . . , Q(2015i− 2014)

은 서로가 서로의 순열이다.

(a) n+ 1차의 서로 다른 블록-닮음 다항식 쌍이 존재함을 보여라.

(b) n차의 서로 다른 블록-닮음 다항식 쌍은 존재하지 않음을 보여라.

(단, 수열 a1, a2, . . . , ak 가 b1, b2, . . . , bk 의 순열이라 함은 어떤 k 순열 σ가

존재하여 각각의 i = 1, 2, . . . , k에 대하여 ai = bσ(i)가 성립함을 말한다.)

4 2014년 IMO Shortlisted problems

16. 양의 정수 수열 z0 < z1 < z2 < · · · 에 대하여 다음을 만족하는 정수 n ≥ 1

이 유일하게 존재함을 보여라

zn <
z0 + z1 + · · ·+ zn

n
≤ zn+1

17. 함수 f : (0, 1) −→ (0, 1)을

f(x) =


x+

1

2
, x <

1

2
일 때

x2, x ≥ 1

2
일 때
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로 정의하자. 실수 a, b가 0 < a < b < 1을 만족한다. 수열 an과 bn은 a0 = a,

b0 = b, an = f (an−1), bn = f (bn−1) (n > 0)을 만족한다. 이때 어떤 양의

정수 n이

(an − an−1) (bn − bn−1) < 0

을 만족함을 보여라.

18. 수열 x1, x2, · · · , xn에 대하여, 그 가격을

max
1≤i≤n

|x1 + x2 + · · ·+ xi|

으로 정의하자.

주어진 n개 실수에 대하여, 서연이와 민준이가 낮은 가격으로 정렬하려고

한다. 별명이 Diligent인 서연이는 가능한 모든 배열을 확인하여 가장 낮은 가

격인 D를 찾는다. 별명이 Greedy인 민준이는 먼저 |x1|이 가장 작은 값이 되

도록 x1을 선택하고, 남은 수 중에서 x2를 |x1 + x2|가 가장 작은 값이 되도록

선택한다. i번째 단계에서 민준이는 남은 수 중에서 xi를 |x1 + x2 + · · ·+ xi|
가 가장 작은 값이 되도록 선택한다. 각 단계에서 여러 수가 같은 값을 준다면

민준이는 임의로 아무거나 고른다. 끝으로 민준이는 가격이 G인 수열을

얻는다.

다음을 만족하는 상수 c의 최솟값을 구하여라.

모든 양의 정수 n에 대하여, 모든 n개 주어진 실수에 대하여, 민준

이가 얻을 수 있는 모든 수열에 대하여 G ≤ cD가 성립한다.

19. 다음을 만족하는 함수 f : Z −→ Z를 모두 구하여라.

모든 정수 m, n에 대하여

f(f(m) + n) + f(m) = f(n) + f(3m) + 2014
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20. 다음 조건을 만족하는 모든 실수 계수 다항식 P (x)에 대하여, P (0)로 가능한

값을 모두 구하여라.

임의의 두 실수 x, y에 대하여∣∣y2 − P (x)
∣∣ ≤ 2 |x| ⇐⇒

∣∣x2 − P (y)
∣∣ ≤ 2 |y|

21. 다음을 만족하는 함수 f : Z −→ Z를 모두 구하여라.

임의의 n ∈ Z에 대하여

n2 + 4f(n) = f(f(n))2

5 2013년 IMO Shortlisted Problems algebra

22. 양의 정수 n에 대하여 실수 a1, a2, . . ., an−1을 생각하자. 수열 u0, u1, u2,

. . ., un 과 v0, v1, v2, . . ., vn 이 u0 = u1 = v0 = v1 = 1을 만족하고, 각각의

k = 1, 2, . . . , n− 1에 대하여

uk+1 = uk + akuk−1, vk+1 = vk + an−kvk−1

을 만족한다고 하자. un = vn임을 보여라.

23. 2000개의 서로다른 실수의 집합에는∣∣∣∣a− b

c− d
− 1

∣∣∣∣ < 1

100000
.

와 a > b, c > d그리고 (a, b) ̸= (c, d)를 만족하는 네 원소 a, b, c, d가 존재함

을 보여라.
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24. 양의 유리수 전체의 집합을 Q>0 로 나타내자. 함수 f : Q>0 −→ R이 다음

조건을 만족한다고 하자.

임의의 x, y ∈ Q>0에 대하여

f(x)f(y) ≥ f(xy)그리고f(x+ y) ≥ f(x) + f(y)

어떤 유리수 a > 1에 대하여 f(a) = a일 때, 임의의 x ∈ Q>0 에 대하여

f(x) = x가 성립함을 증명하여라.

25. n을 양의 정수라 하고, 양의 정수 수열 a1, a2, · · · , an 을 생각하자. 이 수

열을 모든 i ≥ 1에 대하여 an+i = ai 로 정의하여 무한 수열 a1, a2, . . .로

확장하자. 이때,

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ an ≤ a1 + n

과

aai ≤ n+ i− 1 (i = 1, 2, . . . , n)

이 성립한다면

a1 + a2 + · · ·+ an ≤ n2

이 성립함을 증명하여라.

26. 영 이상의 정수 전체의 집합을 Z≥0 으로 나타내자. 다음을 만족하는 함수

f : Z≥0 −→ Z≥0를 모두 구하여라.

임의의 n ∈ Z≥0에 대하여

f(f(f(n))) = f(n+ 1) + 1

27. 정수 m ̸= 0을 생각하자. 다음을 만족하는 실수 계수 다항식 P (x)를 모두

구하여라.
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모든 실수 x에 대하여(
x3 −mx2 + 1

)
P (x+1)+

(
x3 +mx2 + 1

)
P (x−1) = 2

(
x3 −mx+ 1

)
P (x)
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Notes

1. 함수 f : R −→ R이 임의의 실수 x, y에 대하여 조건 P (x, y) : f(f(x)f(y)) + f(x+ y) = f(xy)

를 만족한다고 가정하자. 만일 f 가 상수함수, f : x 7→ k라면, 조건에 대입하여 k = 0을 얻을 수 있다.

이제 상수함수가 아닌 경우를 고려하자.

P (0, 0)에서 f
(
f(0)2

)
= 0이다. 곧, f(c) = 0인 c가 존재한다.

어떤 실수 c가 f(c) = 0을 만족한다고 하자. P (x, c)에서 f(0)+f(x+c) = f(cx)이다. 만일 c ̸= 1

이라면 x의 방정식 x + c = cx의 해가 존재하고, 그 해를 x = b라고 할 때, P (b, c)에서 f(0) = 0을

얻는다. 다시 P (x, 0)에서 ∀x ∈ R, f(x) = 0를 얻는다. 이는 f 가 상수함수가 아니라는 데 모순이므로,

우리는 다음 사실을 알 수 있다.

f(c) = 0 ⇐⇒ c = 1

곧, f(0)2 = 1이라서 f(0) = ±1, f(1) = 0이다.

잠시 이 함수 방정식의 구조를 살펴보자. 더 구체적으로 함수 h : R −→ R과 실수 x, y에 대하여

조건 Ph(x, y) : h(h(x)h(y)) + h(x+ y) = h(xy)를 생각하면,

(∀x, y ∈ RPh(x, y)) ⇐⇒ (∀x, y ∈ RP−h(x, y))

이므로 f(0) = −1인 경우를 정확히 풀면 f(0) = 1인 경우는 부호만 바꾸어 얻을 수 있다.

이제 f(0) = −1인 경우를 고려하다. P (x, 1)에서 f(x+ 1) = f(x) + 1을 얻는다. 따라서 수학적

귀납법에 의하여 다음을 얻는다.

∀x ∈ R∀n ∈ Z, f(x+ n) = f(x) + n

P (x, 0)에서 f(−f(x)) = −f(x)− 1. 이 조건을 K(x)라고 할 때, K(−f(x))에서 f(−f(−f(x))) =

−f(−f(x))− 1. 따라서

∀x, f(f(x) + 1) = f(x)

를 얻는다. 이제 f 가 injective함을 보이면 f(x) = x− 1을 얻을 수 있을 것이다.

어떤 실수 a, b에 대하여 f(a) = f(b)라고 가정하자. 어떤 정수 n에 대하여 x, y에 관한 방정식xy = a+ n

x+ y = b+ n+ 1

의 해가 존재하며 이 해를 x = p, y = q라 할 때, P (p, q)에서 f(f(p)f(q)) = −1을 얻는다. 이는

f(p)f(q) + 1 = 1을 뜻하며, 따라서 일반성을 잃지 않고 f(p) = 0이라 할 수 있다. 그렇다면 p = 1

이고, q = a+ n = b+ n이 되어 결국 a = b라서 f 가 injection임을 알 수 있다.

우리는 다음 세 가지의 가능한 해를 얻었다.

f : x 7→ 0, f : x 7→ x− 1, f : x 7→ −x+ 1

첫 번째 경우는 풀이 과정에서 대입하여 얻은 것이고, 두 번째는 조건에 대입해 보면 확인 되며, 따라서

세 번째 또한 해가 된다는 것을 알 수 있다.

2. 보조 정리를 먼저 하나 증명하자.
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보조정리 1. 양수 x, y가 xy ≥ 1을 만족할 때√
(x2 + 1) (y2 + 1) ≤

(
x+ y

2

)2

+ 1

가 성립한다. 등호는 x = y일 때 성립한다.

증명. (
x2 + 1

) (
y2 + 1

)
= |x+ i|2 |y + i|2 = |xy − 1 + i(x+ y)|2 = (xy − 1)2 + (x+ y)2

이 성립한다. 또한, xy ≥ 1이기 때문에

(xy − 1)2 ≤
(
(x+ y)2

4
− 1

)2

이 성립한다. 따라서,(
x2 + 1

) (
y2 + 1

)
≤
(
(x+ y)2

4
− 1

)2

+ (x+ y)2 =

((
x+ y

2

)2

+ 1

)2

이 성립한다.

일반성을 잃지 않고 a ≤ b ≤ c라 가정하면, k =
a+ b+ c

3
이라 할 때 k ≥ 3

√
abc ≥ 1, c ≥ 1이고

ab ≥ 1이므로,

4
√

(a2 + 1) (b2 + 1) (c2 + 1) (k2 + 1) ≤
(
a+ b+ c+ k

4

)2

+ 1 = k2 + 1

따라서

4
√

(a2 + 1) (b2 + 1) (c2 + 1) ≤
(
k2 + 1

)3
4

곧
3
√

(a2 + 1) (b2 + 1) (c2 + 1) ≤ k2 + 1

으로 주어진 부등식이 증명되었다.

별해. T : R3 −→ R3 를 (a1, a2, a3) 7→ (b1, b2, b3)를, ai = min(a1, a2, a3), aj = max(a1, a2, a3)
를 만족하는 최소의 첨수 i와 i를 제외하고 만족하는 최소의 첨수 j에 대하여 bi = bj =

ai + aj

2
,

나머지 첨수 k에 대하여 bk = ak 라고 하자.

이때, aiaj ≥ 1이 모든 첨수 i, j에 대하여 성립하면 bibj ≥ 1 또한 성립한다. T 를 mixing variable
변환으로 하여 mixing variable 정리를 적용하면, 된다.

별해 2. f(x) = ln
(
x2 + 1

)
이라 하자. 문제는

1

3
(f(a) + f(b) + f(c)) ≤ f

(
a+ b+ c

3

)
을 보이는 것이다.

a ≤ b ≤ c라 가정하여도 일반성을 잃지 않는다. 먼저 보조정리에서
1

3
(f(a) + f(b) + f(c)) ≤

1

3

(
2f

(
a+ b

2

)
+ f(c)

)
f ′′(x) = −

2
(
x2 − 1

)
(x2 + 1)2

이므로 x ≥ 1에서 y = f(x)의 그래프는 위로 볼록이다. 따라서 젠센 부등식에 의하여

1

3

(
2f

(
a+ b

2

)
+ f(c)

)
≤ f

(
a+ b+ c

3

)
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3. 일반성을 잃지 않고 a1 ≤ a2 ≤ a3 ≤ a4 ≤ a5라고 가정하자. 다섯개의 수

a1

a2
,
a3

a4
,
a1

a5
,
a2

a3
,
a4

a5

를 생각해 보자. 이 수열의 특징은 인접한 두 항의 분자와 분모 중에 같은 첨수를 가진 것이 없다는

것이다. 또한, 첫번째와 다섯번째 항은 같은 첨수가 없다. 또한 그 값은 0보다 크고 1이하이다. 따라서

어떤 세 항은 동시에
(
0,

1

2

]
에 있거나 아니면

(
1

2
, 1

]
에 있다. 만일 한 쌍의 이웃한 항이 같은 곳에

들어간다면, 값의 차는
1

2
미만이 된다. 만일 이웃한 항이 같은 곳에 들어가지 않는다면 첫 번째와 마지막

항은 반드시 같은 곳에 들어가야 하므로, 값의 차가 1
2

미만인 첨수가 중복되지 않은 조합이 가능하다.

따라서 C ≥ 1
2

는 언제나 가능하다는 것을 알 수 있다.

한편, a1 = 1, a2 = a3 = a4 = 2, a5 = t라 하면
ai

aj
로 나올 수 있는 값은 충분히 큰 t에 대하여

순서대로
1

t
,
2

t
,
1

2
, 1, 2,

t

2
, t

이다. 이때,
∣∣∣∣ aiaj −

ak

al

∣∣∣∣로 선택될 수 있는 값 중에 가장 작은 값은
∣∣∣∣12 −

2

t

∣∣∣∣인데, t값이 한없이 커질 때

이 값은 한없이
1

2
에 가까이 가므로, C < 2는 불가능하다. 따라서 C = 2임을 알 수 있다.

해설.
a1

a2
,
a3

a4
,
a1

a5
,
a2

a3
,
a4

a5

를 잡아내는데는 특별한 주의가 필요하지 않다. 그저, 앞서서 나왔던 인덱스와 바로 직전 인덱스 순열만

피해서 나열하다보면, 건너뛴 항들 중 조건을 만족하는 것이 나오기 마련이다. 예를들어, 이런 조건으로

가장 작은 인덱스로만 나열한다면,

a1

a2
, a3

a4
,
a1

a5
,
a2

a3
,
a1

a4
, a2

a5

까지 나열해 보면 네모친 항들로 인해서 같은 인덱스 없는 해당 표현의 차가 1/2보다 작아진 것을 볼 수

있다.

4. n이 짝수인 경우 a1 = a2 = · · · = an−1 = bn = 0, b1 = b2 = · · · = bn−1 = an = 1을 고려하면

두 상이 모두 홀수라서 불가능하다.

이제 n이 홀수인 경우는 모두 가능하다는 것을 보이자. 일반성을 잃지 않고 bk ≥ 0이라 할 수 있다.

또한 a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ am ≥ 0 > am+1 ≤ · · · ≤ an 이라 가정하여도 된다. 이때 xk = (−1)k+1

로 잡으면 부등식이 성립한다. s =
∑m

k=1 xkak, t = −
∑n

k=m+1 xkak 일 때 0 ≤ s ≤ a1 ≤ 1이고

0 ≤ t ≤ −an ≤ 1이며
∑

xkak = s− t,
∑

xkbk = 1− s− t이므로

|s− t|+ |1− s− t| ≤ 1

을 보이면 된다. 대칭성에 의해 s ≥ t라 하면 1− s− t ≥ 0일 때와 1− s− t ≤ 0일 때를 나누어 보이면

금세 증명할 수 있다.
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5. 함수 f : R+ −→ R+가 임의의 양수 x, y에 대하여 조건

xf
(
x2
)
f(f(y)) + f(yf(x)) = f(xy)

(
f
(
f
(
x2
))

+ f
(
f
(
y2
)))

를 만족한다고 가정하자. P (1, 1)에서 f(1) = 1. P (x, y)의 우변이 대칭식이므로

xf
(
x2
)
f(f(y)) + f(yf(x)) = yf

(
y2
)
f(f(x)) + f(xf(y))

이 식을 조건 Q(x, y)라 하자. Q(x, 1)에서 f
(
x2
)
=

f(x)
x

. 이 조건을 A(x)라 하자. P (x, 1)에서 위

결과를 사용하면 f
(
f
(
x2
))

=
f(f(x))

x
를 얻는다. 이 조건을 B(x)라 하자. 이제 A(x)와 B(x)를

적절히 사용하면,

f
(
f(x)2

)
=

f(f(x))

f(x)
= f

(
f
(
x2
))

= f

(
f(x)

x

)
를 얻는다. 이제 f 가 injective임을 보이자. A(x)오 B(x)를 이용해 P (x, y)를 다시 쓰면

f(x)f(f(y)) + f(yf(x)) = f(xy)

(
f(f(x))

f(x)
+

f(f(y))

f(y)

)
x = y일 때, A(x)에 의하여,

f(xf(x)) = f(f(x))

(
2

x
− f(x)

)
이 식을 C(x)라 하자. 다시 A(x)에 의하여 Q(x, y)를 다시 쓰면

f(x)f(f(y)) + f(yf(x)) = f(y)f(f(x)) + f(xf(y))

어떤 x, y에 대하여 f(x) = f(y)라고 가정하자. 그러면 위 식에서

f(yf(y)) = f(yf(x)) = f(xf(y)) = f(xf(x))

C(x)에서

f(f(y))

(
2

y
− f(y)

)
= f(f(x))

(
2

x
− f(x)

)
따라서 x = y를 얻는다. 곧 f 는 injective이며 f(x) = 1

x
만이 가능하고, 이는 대입하면 해가 됨을

확인할 수 있다.

6.

(a) x =
⌊√

n
⌋
이라고 하고, n = x2 + r이라고 하자. 직관적으로 b는 (x2 + r)b2 ≈ (xb)2 이면서

좌변이 (xb)2보다 살짝 크지만, a가 들어갈 틈이 있도록 b를 또한 충분히 크게 잡는 것이 관건이다.

a = xb + k라 하고, (x2 + r)b2 ≈ (xb + k)2 이면서 k는 충분히 작음에 착한하면, k ≈ rb
2x

가

되도록 잡는 것이 관건이다.

r이 짝수일 때는 k = r/2, b = x, a = x2 + r/2. r이 홀수일 때는 k = 1
2
(r + 1), b = x + 1,

a = b2 + b+ 1
2
(r + 1). 부등식은 쉽게 확인할 수 있다.

(b) 자연수 x에 대하여 n = x2 + 1에 대해서 언제나 조건을 만족한다. 임의의 b ≤ x에 대하여,

(bx)2 < b2(x2 + 1) ≤ b2(x2 + 2) < (bx+ 1)2

따라서 구간 [b2(x2 + 1), b2(x2 + 2)] 에는 정수가 없다.
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7. 당연히 2016개 이상의 항을 지워야 한다. 이제 다음 1008개의 부등식을 생각해 보자.

(x− 1)(x− 4) < (x− 2)(x− 3)

(x− 5)(x− 8) < (x− 6)(x− 7)

(x− 9)(x− 12) < (x− 10)(x− 11)

...

(x− 2013)(x− 2016) < (x− 2014)(x− 2015).

이 부등식은 모두 성립하는 부등식이고, 모두 2016개의 변 중에서 각각의 실수 x에 대하여 영

이하의 값을 가지는 것은 최대 2개다. 어느 한 변이라도 0을 값으로 가진다면, 나머지 2015개의 항은

0이 아니므로 변끼리 곱했을 때 등호가 성립할 수 없다. 따라서 0이 되는 변이 존재하지 않는 x값에

대해서만 고려하자.

영 미만의 값을 가지는 것이 하나만 있을 때는 좌변끼리, 우변끼리 곱했을 때 값이 같아질 수 없다.

좌변끼리의 곱은 영 미만이고, 우번끼리 곱은 영 이상이기 때문이다.

이제 남은 것은 두 변이 영 미만이 되는 경우인데, 이 경우에는 어떤 m = 1, 2, . . . , 504에 대하여

x ∈ (4m− 2, 4m− 1)가 성립할 때다. 이 범위에서 방정식

(x−1)(x−4)(x−5)(x−8) · · · (x−2013)(x−2016) = (x−2)(x−3)(x−6)(x−7) · · · (x−2014)(x−2015)

는
(x− 4m+ 3)(x− 4m)

(x− 4m+ 2)(x− 4m+ 1)
=

504∏
j=1, j ̸=m

(x− 4j + 2)(x− 4j + 1)

(x− 4j + 3)(x− 4j)

와 같고, x = 4m+ t, 1 < t < 2라 놓고 분석해 보면,
(x− 4m+ 3)(x− 4m)

(x− 4m+ 2)(x− 4m+ 1)
≥ 9

504∏
j=1, j ̸=m

(x− 4j + 2)(x− 4j + 1)

(x− 4j + 3)(x− 4j)
≤
( ∞∏

k=0

(4k + 2)(4k + 3)

(4k + 1)(4k + 4)

)2

임을 알 수 있다. 따라서 우리는
∞∏

k=0

(4k + 2)(4k + 3)

(4k + 1)(4k + 4)
< 3

임을 보이면 된다. 사실, ∏
k≥0

(4k + 2)(4k + 3)

(4k + 1)(4k + 4)
< e.

을 쉽게 보일 수 있다. 이것은∑
k≥0

ln
(
1 +

2

(4k + 1)(4k + 4)

)
< 1 . . . (∗)

이 성립하고, ∑
k≥0

1

(4k + 1)(4k + 4)
<

1

2

이므로 ln(1 + t) ≤ t에 의하여 성립하기 때문이다. (∗)가 성립하는 것을 보이는 것은 여러가지 인데,∑∞
n=1

1
n2 = π2

6
임을 사용하는 것이 가장 빠른 방법일 것이다. 이를 통하지 않더라도∑

k≥0

1

(4k + 1)(4k + 4)
<

1

4
+

1

16

∞∑
k=1

1

k(k + 1)
=

5

16
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처럼 하여도 된다.

8. 함수 f : R −→ R이 f(0) ̸= 0이고 모든 실수 x, y에 대하여 조건

P (x, y) : f(x+ y)2 = 2f(x)f(y) + max
{
f
(
x2
)
+ f

(
y2
)
, f
(
x2 + y2

)}
를 만족한다고 가정하자. P (0, 0)에서 f(0) = −1을 얻는다. 또, P (x, 0)에서 (f(x) + 1)2 = f

(
x2
)
+1

을 얻는다. 이 조건을 Q(x)라 하자. 우변은 기함수이무로, 따라서 모든 x에 대하여

f(x) = f(−x) ∨ f(x) + f(−x) = −2

를 얻는다. 이제 f(a) = f(−a), f(a) + f(−a) ̸= −2, f(b) ̸= f(−b), f(b) + f(−b) = −2를

만족하는 실수 a, b가 존재한다고 가정해 보자. ab ̸= 0, f(a) ̸= −1, f(−a) ̸= −1, f(b) ̸= −1,

f(−b) ̸= −1임에 주목하라. P (x, a)와 P (x,−a)에서 f(x + a)2 = f(x − a)2 을 얻는다. 따라서

f(x + a) = ±f(x − a)가 모든 x에 대하여 성립한다. 이는 f(x + 2a) = ±f(x)로 쓸 수도 있다. 이

식에서 x = b, b = −2a−b를 대입하여 f(2a+b) = ±f(b)와 f(−2a−b) = ±f(−b) = ±(−2−f(b))

를 얻는다. f(b) ̸= −1이므로 ± (−2− f(b)) 는 ±f(b)와 다르다. 따라서 f(2a + b) ̸= f(−2a − b)

이다. 곧, f(2a + b) + f(−2a − b) = −2이다. |f(b)|와 |f(−b)|는 각각 |f(2a+ b)|와 |f(−2a− b)|
와 같음에 주목하라. f(2a+ b) = f(b), f(−2a− b) = f(−b)라는 결론을 얻을 수 밖에 없다.

수학적 귀납법으로 임의의 정수 k에 대하여

f(2ka+ b) = f(b), f(2ka− b) = f(−b)

를 얻는다. f(b), f(−b)둘 중 하나는 −1보다 작아야 한다. 일반성을 잃지 않고 f(b) < −1이라 하자.

Q
(√

2ka+ b
)
에서 k를 적당히 2ka+ b > 0이 되도록 선택하면

(f(x) + 1)2 = f(2ka+ b) + 1 = f(b) + 1 < 0

이라 모순이다 따라서 그런 a, b는 존재하지 않는다.

i. f(x) = f(−x) for every x ∈ R. 어떤 a ∈ R에 대하여 x = y = a
2
, x = −y = a

2
일때

f(a)2 = f(0)2 = 1. f(a) = ±1임을 의미한다. 만일 f(a) = 1이면 일반성을 잃지 않고 a > 0

이라 할 수 있고,

f(2
√
a)2 = 2f(

√
a)2 + max {2, f(2a)} = 2f

(√
a
)2

+ 2

이는 모순이다. 따라서 f(x) = −1이 성립한다.

ii. f(x)+f(−x)−2일 때 P (−x,−y)에서 f(x+y) = f(x)+f(y)+1을 얻는다. g(x) = f(x)+1

로 치환하면, g(x+ y) = g(x) + g(y), g(x)2 = g(x)2이므로 g(x) = cx이고 따라서 f(x) = −1,

f(x) = x− 1을 얻는다.

9. y1 = x1 − x0, y2 = x2 − x1, …, yn = xn − xn−1라 하자. xk = y1 + · · ·+ yn, 곧

1

y1
+ · · ·+

1

yn
≥ a

(
2

y1
+

3

y1 + y2
+ · · ·+

n+ 1

y1 + · · ·+ yn

)
.
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a = 4/9이 최댓값임을 보이고자 한다. n → ∞일때 yk = k(k + 1)를 고려하면 xk = 1
3
k(k +

1)(k + 2). 따라서

1−
1

n+ 1
≥ a

(
3

2

(
1

1
+

1

2
−

1

n+ 1
−

1

n+ 2

))
곧 n → ∞일 때를 고려하면 a ≤ 4

9
.

부등식을 보이기 위하여 코시 슈바르츠 부등식으로

9

y1
=

9

y1
1

y1
+

9

y2
≥

16

y1 + y2
4

y1 + y2
+

9

y3
≥

25

y1 + y2 + y3
9

y1 + y2+3
+

9

y4
≥

36

y1 + y2 + y3 + y4
16

y1 + y2 + y3 + y4
+

9

y5
≥

49

y1 + y2 + y3 + y4 + y5

...

(n− 1)2

y1 + · · ·+ yn−1
+

9

yn
≥

(n+ 2)2

y1 + · · ·+ yn

모두 더하면 된다.

증명.
k

ak+1
≤ ak +

k − 1

ak

ak ≥
k

ak+1
−

k − 1

ak

전부 합하면

a1 + a2 + · · ·+ am ≥
m

am+1

이제 수학적 귀납법을 적용하자. n = 2일 때는 성립한다. 이제 어떤 자연수 n에 대하여 조건이

성립한다고 하자. 만일 ak+1 ≥ 1이면 귀납가정에서

a1 + a2 + · · ·+ an + an+1 ≥ n+ 1

만일 an+1 < 1이면

a1 + a2 + · · ·+ an + an+1 ≥
n

an+1
+ an+1 > (n+ 1)

11. 조건 P (x, y) 를 f(x − f(y)) = f(f(x)) − f(y) − 1라 하고, 모든 실수 x, y에 대하여 조건을

만족하는 함수 f : Z −→ Z가 존재한다고 하자. P (x, f(x)) 에서 −1이 치역의 원소임을 알 수 있다.

f(a) = −1를 만족하는 정수 a를 정하자. P (x, a) 에서 임의의 정수 x에 대하여

f(x+ 1) = f(f(x)) (1)
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가 성립함을 알 수 있다. P (f(x)− 1, x) 에서

f(−1) = f(f(f(x)−1))−f(x)−1 = f(f(x))−f(x)−1 = f(x+1)−f(x)−1 −→ f(x+1)−f(x) = f(−1)+1

따라서 f 는 선형이다. 곧, f 는 상수함수이거나 1-1함수이다. 만약 f 가 상수함수라면 항등적으로 −1

실제 이 함수는 주어진 조건을 만족한다. 만일 1-1이라면 식 (1)에서 x+1 = f(x)을 얻고 이 또한 해가

된다.

12.
X = f (x1, x2, . . . , x2n) =

∑
1≤r<s≤2n

(s− r − n)xrxs

이라 하자. f 는 각각의 xj (j = 1, 2, . . . , 2n)에 대하여 선형이기 때문에, 최댓값을 구하는 데 xj ∈
{−1, 1} (j = 1, 2, . . . , 2n)인 경우만 고려해도 충분하다.

yj = x1 + x2 + · · ·+ xj − xj+1 − xj+1 − · · · − x2n (j = 1, 2, . . . , 2n)라고 하면

2n∑
j=1

y2j = 4n2 +
∑

1≤r<s≤2n

Cr,sxrxs

Cr,s =
∑

j+1≤r

2−
∑

r≤j<s

2 +
∑
s≤j

2

=2(r − 1)− 2(s− r) + 2(2n− s+ 1) = −4(s− r − n)

곧,
2n∑
j=1

y2j = 4n2 − 4X

그런데 yj 는 모두 짝수이고, yj+1 − yj = 2xj+1이므로 y2j + y2j+1 ≥ 4이다. 따라서

2n∑
j=1

y2j =

n∑
k=1

y22k−1 + y22k ≥ 4n

곧, X ≤ n2 − n임을 알 수 있다. 등호는 xj = (−1)j 일 때 성립한다. 따라서 최댓값은 n2 − n일 때

성립한다.

13. 함수 f : R −→ R이 임의의 실수 x, y에 대하여 조건 P (x, y) : f(x + f(x + y)) + f(xy) =

x+ f(x+ y) + yf(x)를 만족한다고 가정하자.

Step 1 P (x, 1)에서 x+ f(x+ 1)이 임의의 실수 x에 대하여 고정점임을 알 수 있다.

Step 2 P (0, y)에서 f(f(y)) + f(0) = f(y) + yf(0)이고, 만일 α가 고정점이라면 f(0)α = f(0)

이다. 만일 f(0) ̸= 0라면 고정점은 필연적으로 1이며 이는 x + f(x + 1) = 1임을 뜻하여,

f : x 7→ 2− x를 얻는다.

Step 3 이제 f(0) = 0인 경우를 고려하자. 또, P (−1, 1)에서 f(−1)+ = −1을 얻는다. 이제 P (1,−1)

에서 f(1) = 1을 얻는다.
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Step 4 P (x+ 1, 0)에서 x+ f(x+ 1) + 1이 고정점이다. 따라서 P (1, y)에서

f(1 + f(y + 1)) + f(y) = 1 + f(y + 1) + y

따라서 α아 α+ 1이 모두 고정점이면 α+ 2또한 고정점이다.

앞서서 x+ f(x+ 1), x+ f(x+ 1) + 1가 고정점임을 알았으니, 임의의 x에 대하여

f(x+ f(x+ 1) + 2) = x+ f(x+ 1) + 2

가 성립함을 알 수 있다.

Step 5 이제 P (x,−1)에서 f(x+ f(x− 1)) = x+ f(x− 1)− f(x)− f(−x) 따라서 f 는 기함수임을

알 수 있다.

Step 6 f 가 기함수임을 이용하여 P (x, y)와 P (−x,−y)에서 f(xy) = yf(x)를 얻고, 특히 x = 1일

때 f(y) = y를 얻는다.

Step 7 종합 하면 함수 f 는

x 7→ 2− x, x 7→ x

두 개를 얻는다. 이는 모두 P (x, y)를 만족하기 때문에 구하는 함수는 정확히 이 두 개임을 알

수 있다.

해설. Step 3에서 P (x, 0)이 아니고 P (x+1, 0)을 대입한 것은 고정점의 모양을 맞추기 위해서다.

14. 함수 f : Z −→ Z가 모든 정수 x, y에 대하여 조건

P (x, y) : f(x+ f(x) + y) + f(x− f(x)− y) = f(x+ y) + f(x− y)

를 만족한다고 가정하자. P (x, a − x)에서 f(a + f(x)) − f(a) = f(2x − a) − f(2x − a − f(x)).

임의의 정수 m에 대하여 함수의 집합 Z −→ Z에서 Z −→ Z로 연산

∆m : h 7→ ∆ah

를 ∆mh : x 7→ h(x+m)− h(x)라고 하자. 우선,

∆f(x)f(a) = −∆−f(x)f(2x− a)

를 얻는다. 이 조건을 P ′(x, a)라 하자.

Step 1 정수 A, x, 양의 정수 n에 대하여

∆nAf(x) =

n−1∑
k=0

∆Af(x+ kA)

따라서

∆nf(x)f(a) = −∆−nf(x)f(2x− a)

를 얻는다. 이는 n이 일반적인 정수일 때도 성립한다. 곧, f(x)|M 이면

∆Mf(a) = −∆−Mf(2x− a)

또, ∆−mf(x) = f(x−m)− f(x) = −∆mf(x−m)이므로 위 식은

∆Mf(a) = ∆Mf(2x− a−M)

으로도 쓸 수 있다.
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Step 2 정수 x, y에 대하여 f(x)|L, f(y)|L이라 하자. 그러면

∆Lf(a) = −∆−Lf(2x− a) = ∆Lf(2y − 2x+ a)

따라서, L이 f(x)와 f(y)의 공배수이면 ∆Lf 는 2y− 2x를 주기로 가진다는 것을 알 수 있다.

Step 3 Q가 f(0)와 f(1)의 최소공배수라 하자. ∆Qf 는 주기 2인 함수로 함숫값이 argument 의 홀

짝성에 의존한다. 그런데 ∆Qf(0) = −∆−Qf(0) = ∆Qf(−Q)이므로 결국 ∆Qf 는 상수다.

Step 4 임의의 정수 m, n에 대하여 ∆m∆n = ∆n∆m이다.

∆m∆nf(x) = ∆nf(x+m)−∆nf(x) = f(x+m+ n)− f(x+m)− f(x+ n)− f(x)

가 m, n에 대하여 대칭이기 때문이다.

Step 5 ∆Qf 가 상수이므로 ∆1∆Qf = 0이다. 여기서 0는 항등적으로 0을 함숫값으로 가지는 상수

함수를 뜻한다. 이는 곳 ∆Q∆1f = 0임을 뜻하고, 곧 ∆1f 가 Q를 주기로 한다는 것을 뜻하며,

Q ̸= 0이므로 ∆1f 는 주기함수다. 이 함수의 기본 주기를 T 라 하자. 곧, ∆T∆1f = 0을

만족하는 최소의 자연수를 T 라 하자. 임의의 정수 m에 대하여 ∆mf 는 ∆1f 를 평행이동한

것들의 합으로 표현할 수 있으므로 주기 T 인 함수가 된다.

Step 6 ∀x ∈ Z, T |f(x)임을 보이자. 이를 보이기 위하여 어떤 소수 p와 정수 u가 존재하여 pα |
T 이지만, pα ∤ f(u)라고 가정하자. P (u, 0)에서 2f(u) = f(u + f(u)) + f(u − f(u)).

따라서 v = u ± f(u)중에서 적어도 하나는 pα ∤ f(v)이다. L = LCM(f(u), f(v))라

고 하자. |u− v| = f(u). 따라서 step 2에 의하여 ∆2f(u)∆Lf = 0이다. 따라서 ∆Lf

는 GCD(T, 2f(u))인 함수다. 곧 ∆GCD(T,2f(u))∆Lf = 0이므로 ∆GCD(T,2f(u))f 는

GCD(L, T )주기인 함수다. pα ∤ L이므로 GCD(T, 2f),GCD(T, L)|T/p. 따라서

∆GCD(T,2f(u))∆GCD(T,L)f = 0

=⇒ ∆T/p∆GCD(T,L)f = 0

=⇒ ∆GCD(T,L)∆T/pf = 0

=⇒ ∆T/p∆T/pf = 0

따라서 ∆T/P∆T/p∆1f = 0. 따라서 ∆T/p∆1f 는 T/p 주기함수다. 따라서

∆T∆1f(x) =

p−1∑
k=0

∆T/p∆1f(x+ kT/p)

에서 우변의 항들은 모두 같은 값인데 ∆T∆1f = 0이므로 그 값들은 모두 0이다. 곧,

∆T/p∆1f = 0이다. 그런데 이는 ∆1f 의 기본주기가 T 라는데 모순이다. 따라서 ∀x ∈
Z, T |f(x)가 증명되었다.

Step 7 이제∆T f는 상수이고 짝수이며 T 의 배수이므로, 그 값을 2Tk라 하자. 또, r = 0, 1, 2, . . . , T−1

에 대하여 f(r) = lrT 라 할 때, 임의의 정수 x에 대하여 x를 T 로 나눈 몫을 q, 나머지를 r이라

하면

f(x) = f(qT + r) = (2kq + lr)T

임을 알 수 있다.

Step 8 실제 이런 함수는 조건을 만족한다. 왜냐하면, 조건은 ∆1∆f(x)f = 0이면 충분히 만족되는데,

T |f(x)이므로 이것이 성립하기 때문이다.
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15. Step 1 편의상 2015 = k = 2l+1이라 하자. 임의의 다항식 F (x)에 대하여 다항식 ΣF 를 다음과

같이 정의한다.

ΣF 는 임의의 영이상의 정수 n에 대하여

ΣF (n) =

n∑
i=1

F (i)

를 만족하는 유일한 다항식이다.

비슷하게, 다항식 F (x)에 대하여 다항식 ∆F 를 다음과 같이 정의한다.

∆F 는 임의의 정수 n에 대하여

∆F (n) = F (n)− F (n− 1)

을 만족하는 유일한 다항식이다.

다음 성질에 주목하자.

• ΣF (0) = 0

• F (x)가 항등적으로 0이 아닌 이상, deg(ΣF (x)) = deg(F ) + 1이다.

• F (x) = ∆ΣF (x)

• 임의의 실수 x에 대하여 ∆F (x) = F (x)− F (x− 1)

마지막 성질에 대해서 ∆F (x) = J(x)라 할 때, J(n) = F (n) − F (n − 1)이 모든 정수 n에

대해서 성립하므로 J(x) = F (x)− F (x− 1)이 항등식이 된다.

Step 2 지금부터 P (x)와 Q(x)가 n차의 서로 다른 블록-닮음 다항식이라 하자. R(x) = P (x)−Q(x)

라 하자. ΣR(x)는 항등적으로 0일 수 없다. 왜냐하면 ΣR(x)가 항등적으로 0이면 임의의 정수

n에 대하여 R(n) = ∆ΣR(n) = 0이 되어 P = Q가 되기 때문이다. 각각의 i = 0, 1, 2, . . . , n

에 대하여 ΣR(ki) = 0이다. 곧, T (x) = x(x−k)(x−2k) . . . (x−nk)라고 할 때, T (x)|ΣR(x)

이다. R(x)의 차수를 m이라 하면, m ≤ n이고 T (x)는 차수가 n+1이므로 ΣR(x)는 정확히

n + 1차 다항식이다. P (x)와 Q(x)에 0이 아닌 상수를 곱해서 얻어지는 다항식도 역시 n

차의 서로 다른 블록-닮음 다항식이므로, 일반성을 잃지 않고 ΣR(x) = 2T (x)라고 할 수 있다.

따라서 R(x) = 2T (x)− 2T (x− 1)이다.

Step 3 이 step 에서만 잠깐 (a)를 해결하기 위하여 T (x), T (x− 1)을 생각하자. 또, 각각의 자연수 i

에 대하여 Ii = {ki, ki− 1, ki− 2, . . . , k(i− 1) + 1}이라 하자. Ii위에서 T (x)아 T (x−1)

의 값을 나열해 보면, 첫 행에 x값, 둘째 행에 T (x)값, 셋째 행에 T (x− 1)값을 쓴다고 할 때,

ki ki− 1 . . . k(i− 1) + 2 k(i− 1) + 1

0 T (ki− 1) . . . T (k(i− 1) + 2) T (k(i− 1) + 1)

T (ki− 1) T (ki− 2) . . . T (k(i− 1) + 1) 0

따라서 T (x)와 T (x− 1)이 바로 n+ 1차의 블록-닮음 다항식이다.
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Step 4 이 step에서 핵심적인 사항은 S(x) = P (x)+Q(x)라고 할 때, 이것이 상수임을 보이는 것이다.

S(x)가 상수가 아니라고 가정하자. P (x)2과 Q(x)2또한 블록-닮음이므로, T (x)|ΣSR(x)이다.

따라서 ΣSR(x) = H(x)T (x)를 만족하는 다항식 H가 존재한다. 이때, deg(H) = deg(S) +
deg(R)+1−deg(T ) ≤ n+n+1−(n+1) = n이다. 또, deg(H) ≥ 1+n+1−(n+1) = 1.

따라서 H또한 상수가 아니다. 또, S(x)R(x) = H(x)T (x)−H(x− 1)T (x− 1)이다.

2S(x) (T (x)− T (x− 1)) = H(x)(T (x)− T (x− 1)) + (H(x)−H(x− 1))T (x− 1)

따라서 T (x)− T (x− 1)| (H(x)−H(x− 1))T (x− 1)인데,

gcd (T (x)− T (x− 1), T (x− 1)) = gcd (T (x), T (x− 1)) = 1

마지막 등식은 T (x)가 일차식으로 인수분해되며, T (x), T (x−1)는 공통인 일차인수가 하나도

없기 대문이다. 따라서 T (x)−T (x− 1)|H(x)−H(x− 1)인데, 좌변은 차수가 정확히 n이고,

우변은 차수가 n−1이하이기 때문에 H(x)가 상수가 아니라는 데 모순이다. 곧, S는 상수이다.

Step 5 S는 상수이다. 이 값을 α라 할 때 P (x)와 Q(x)를 각각 P (x) − α
2
, Q(x) − α

2
로 바꾸어도

여전히 이들은 차수가 n인 블록-닮음이고, 서로 다르며 그 차는 2T (x)이다. 다만, 그 합은

이제 0이다. 곧, P (x) = T (x)− T (x− 1), Q(x) = −P (x)를 얻는다. 각각의 i = 1, 2, . . . , n

에 대하여 P (x)는 Ii 위에서 같은 개수의 음수와 양수를 가진다. 그런데 Ii 의 원소의 개수는

홀수이므로 그 중 한 원소에 대한 값은 0이다 P (x)의 차수는 n이고, 이런식으로 Ii위에서 하나

이상의 영점을 가지기 때문에, 사실 정확히 하나의 영점을 각각의 Ii 마다 가지게 된다. 실수

전 구간에서도 다른 영점은 존재할 수 없다. 따라서 Ii 위에서 영점 좌우에서의 부호의 변화를

제외하고 다른 부호의 변화는 있어서는 안 된다. 곧, Ii의 중앙값에서 영점을 가지게 된다.

Step 6 I1에서 이 현상을 살펴보자. I1의 중앙값은 l+1이다. 따라서 P (l+1) = 0, 곧 T (l+1) = T (l)

이 된다. 그런데

|T (l + 1)| = (l + 1)l

n∏
i=2

(ik − l − 1) < l(l + 1)

n∏
i=2

(ik − l) = T (l)

이므로 이는 성립하지 않는다. 이로써 증명이 완료된다.

16. n ≥ 0에 대하여 Sn =
∑n

k=0 zk 라 하자.

그러면 n ≥ 1일 때,

zn <
z0 + z1 + · · ·+ zn

n
≤ zn+1

는 Tn = (n − 1)Sn − nSn−1 이라 하면, Tn < 0 ≤ Tn+1 과 같은 조건이다. T1 = −S0 < 0.

Tn+1 − Tn = n (sn+1 + Sn−1 − 2Sn) = n (zn+1 − zn) > 0. 따라서 Tn < 0 ≤ Tn+1 을 만족하는

n은 기껏해야 한 개 있으며, Tn은 정수 수열이므로, 언젠가는 0이 넘는다.

17. an−1 <
1

2
라 하면, an > an−1 이다. 또한 an−1 ≥

1

2
일 때는 an < an−1 이다. 이는 bn 에

대해서도 마찬가지로 성립한다. 이제 I =

(
0,

1

2

)
, J =

[
1

2
, 1

)
라고 할 때 문제는 어떤 영 이상의 정수

n에 대하여 an과 bn이 I와 J에 각각 포함되는 경우가 존재함을 보이라는 것이다.
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그렇지 않고 an 과 bn 이 항상 I 또는 J 에 함께 들어있다고 가정해 보자. dn = |an − bn|이라 할

때, an ∈ I일 때는 dn+1 = dn 이다. an ∈ J 일 때는 dn+1 = (an + bn) dn > dn 이다. 따라서 dn 은

단조증가 한다. 또한, an 은 두 번 연속 I에 머물 수 없으므로 dn 은 두 번 연속 증가하지 않을 수 없고,

또한, an ∈ J일 때는

dn+1 = (an + bn) dn ≥ (1 + d0) dn

이 성립한다. 따라서 짝수인 n에 대하여 dn ≥ (1 + d0)

n

2 d0이며 이는 모순이다.

주어진 명제가 증명되었다.

18. 서연이가 정렬한 낮은 가격 수열을 d1, d2, . . . , dn 이라 하자. 민준이가 정렬한 낮은 가격 수열을

g1, g2, . . . , gn 이라 하자. M 은 xi (1 ≤ i ≤ n)의 최댓값, S = |x1 + x2 + · · ·+ xn|이라 하자. 우선

D ≥ S이다. 또, 어떤 i에 대하여 M = |di|인데, 이때

M = |di| = |(d1 + d2 + · · ·+ di)− (d1 + d2 + · · ·+ di−1)| ≤ |d1 + · · ·+ di|+|d1 + · · ·+ di−1| ≤ 2D

N = max {M,S}라 하고 G ≤ N 임을 보이자. 곧, hi = g1 + g2 + · · · + gi 일 때, |hi| ≤ N 임을

보이면 된다. 이 조건을 P (i)라 하자.

1. |h1| ≤ M ≤ N 이므로 P (1)이 성립한다.

2. 2 ≤ i ≤ n을 만족하는 정수 i에 대하여 P (i− 1)가 성립한다고 가정하자.

i. gi, gi+1, . . ., gn중 어떤 두 개도 서로 다른 부호가 아닐 때. 그 모두가 영 이상이라고 하여도

일반성을 잃지 않는다. 그러면

hi−1 ≤ hi ≤ · · · ≤ hn

이 성립하기 때문에,

|hi| ≤ max (|hi−1| , |hn|) ≤ N

ii. gi, gi+1, . . ., gn 중에서 서로 다른 부호의 실수가 한 쌍이상 존재할 때. 어떤 j ≥ i가

존재하여 hi−1gj ≤ 0.

|hi| = |hi−1 + gi| ≤ |hi−1 + gj | ≤ max (|hi−1| , |gj |) ≤ N

이상에서

G ≤ N ≤ 2D

이므로 c ≤ 2임을 알 수 있다.

이제 n = 4일 때 수열 1,−1, 2,−2를 생각하면, c의 최솟값이 2임을 알 수 있다.

참고. 각각의 자연수 n에 대하여, cn을 다음이 만족하는 최소의 상수라 하자.

모든 n개 주어진 실수에 대하여, 민준이가 얻을 수 있는 모든 수열에 대하여 G ≤ cD가

성립한다.

c1 = c2 = 1이고, c3 =
3

2
, n ≥ 4일 때 cn = 2이다.
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19. C = 2014라 하자. 함수 f : Z −→ Z가 모든 정수 m, n에 대하여 조건

P (m,n) : f(f(m) + n) + f(m) = f(n) + f(3m) + C

를 만족한다고 가정하자. 함수 g : Z −→ Z를 g(m) = f(3m)− f(m) + 2C라 하자. P (m,n)에서

f(f(m) + n) = g(m) + f(n)

수학적 귀납법으로 임의의 정수 t, m, n에 대하여 조건

N(m,n, t) : f(t(f(m) + n)) = tg(m) + g(n)

을 얻는다. N(r, 0, f(0))와 N(0, 0, f(r))에서

f(0)g(r) = g(0)f(r)

만일 f(0) = 0이면 g(0) ̸= 0이므로 f(r) = 0인데 이는 모순이다. 따라서 f(0) ̸= 0. 곧, g(r) = αf(r),

α =
g(0)
f(0)

를 얻는다. 따라서 우리는

f(3m) = (1 + α)f(m)− 2C

를 얻고, 이로써 β = 2C
α

일 때

f
(
3km

)
− β = (1 + α)k(f(m)− β)

를 얻을 수 있다. 3 ∤ 2014이므로 어떤 a에 대하여 d = f(a) 는 3의 배수가 아니다. 이제 K(a, n, t)에서

f(n+ td) = f(n) + αtd

d|
(
3k − 1

)
을 만족하는 k를 택하자.

f
(
3km

)
= f

(
m+

(
3k − 1

)
m
)
= f(m) + α

(
3k − 1

)
m

따라서 (
(1 + α)k − 1

)
(f(m)− β) = α

(
3k − 1

)
m

따라서 f 는 선형함수다. f(x) = Ax + B를 주어진 조건에 대입하면 A = 2, B = C
2

를 구할 수

있다.

20.

Step 1 먼저 P (0) < 0은 모두 가능하다. 양수 c에 대하여 P (x) = −kx2 − c라 할 때, 판별식을

이용하면 k > 1
c
이면 언제나 좌우변이 거짓이 됨을 알 수 있다.

Step 2 P (0) = 0은 불가능하다. P (0) = 0이라 하고, l = limx→0
P (x)
x

라고 하자.

(a) |l| < 2일 때. y = x3, x → 0일 때∣∣y2 − P (x)
∣∣

|x|
→ |l| < 2,

∣∣x2 − P (x)
∣∣

|y|
→ ∞

죄변은 참이고 우변은 거짓으로 수렴하여 성립하지 않는다.

(b) |l| > 2일 때, x = sgn(l)t, t → 0+, y =
√
lx일 때 모순이 나타난다.

(c) l = 2일 때. TBA
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Step 3 P (0) > 0일 때. 만일 P (x)의 최고차항의 계수가 음수라면 P (x) = 0는 양의 영점 x0 를

가진다. 이때, x → x0, y = 0일 때 x2 = P (0)가 성립해야하므로 모순이다. 따라서 P (x)의

최고차항의 계수는 양수다.

이제 degP (x) > 2일 때, 부등식
∣∣∣ y2

x
− P (x)

x

∣∣∣ ≤ 2에서 x → ∞, y =
√

P (x)일 때 결

국 (eventually)성립하지만,
∣∣∣x2

y
− P (y)

y

∣∣∣ ≤ 2는 성립하지 않는다. 따라서 P (x)의 차수는

2 이하 이다. 일차식은 근이 있어서 위와같이 하여 불가능하다는 것을 알 수 있고, 따라서

P (x) = ax2+ bx+ c꼴만이 남았다. 이 경우 같은 방법으로 a = 1임을 알 수 있다. 대칭성에서

b = 0이고 x2 + c만이 남았다. 이제 c = 1계산을 통해 c = 1임을 알 수 있다.

21. 함수 f : Z −→ Z가 임의의 정수 n ∈ Z에 대하여 조건 P (n) : n2 + 4f(n) = f(f(n))2 를

만족한다고 가정하자.

Step 1 a0 = 1, an+1 = f (an), n = 0, 1, 2, . . .라고 할 때, a2n+2 = 4an+1+a2n이므로 a2 = 2r+1,

r ∈ Z이고 따라서 a1 = r2 + r, a23 = (r2 + r)2 +8r+4이다. 2|a3이고 a23 ̸=
(
r2 + r

)
이다.

a3 = r2 + r ± 2를 만족하는 r값은 r = −3, 0, 1이다.
∣∣a3 −

(
r2 + r

)∣∣ ≥ 4일 때는∣∣a23 −
(
r2 + r

)∣∣2 ≥ 8r2 + 8r − 16

이므로 만족하는 r은 ±1인데, r = −1이면 a23 = −4라서 모순이다. 또한 r = −3이면, a1 = 6,

a2 = −5, a3 = −4, a4 = −3, a5 = −2, a6 = −1, a7 = 0, a8 = 1, a9 = 2 = f(1) = a1 = 6

이므로 모순이다. r = 0이면 a1 = 0, a2 = 1, a3 = ±2. 그런데 a3 = f(1) = a1 = 0이므로

모순이다. 따라서 r = 1이 유일한 가능성이다.

Step 2 이제 수학적 귀납법으로 an = n+ 1임을 보이자. n = 0, 1, 2인 경우는 보여진다. 이제 k > 3

인 어떤 k에 대하여 n < k이면 언제나 an = n + 1이라고 가정하자. ak = ±(k + 1)이다.

만일 ak = −k−1이라면 a2k+1 = 4ak +a2k−1에서 a2k+1 = (k − 2)2−8이다. 따라서 k = 5.

그런데 이 경우 a7 = 36 ± 4가 되어 불가능함을 알 수 있다. 따라서 an = n + 1이 n ≥ 0일

때 성립하며, 이는

n ≥ 1 =⇒ f(n) = n+ 1

임을 의미한다.

Step 3 P (0)에서 4f(0) = f(f(0))2이므로 f(0) ≥ 0이다. f(0) = 0이라고 해 보자. 그러면 f(n) = 0

이라면 n2 = n2 + 4f(n) = f(f(n))2 = f(0)2 = 0이라서 n = 0이다.

이제 f(0) > 0이라고 해 보자. P (0)에서 4f(0) = f(f(0))2 = (f(0) + 1)2 이므로 f(0) = 1

이다. 요약하면, 다음과 같다.

f(0) = 1 ∨ (f(0) = 0 ∧ ∀n(f(n) = 0 ↔ n = 0))

Step 4 이제 n ≥ 1일 때 f(−n) = 1± n임을 보이려고 한다. 이 조건을 Q(n)이라 하자. P (−1)에서

1 + 4f(−1) = f(f(−1))2. 따라서 f(−1) ≥ 0. 이제 f(−1) ̸= 0이라면 f(−1) > 0이다.

1 + 4f(−1) = (f(−1) + 1)2

이고 이를 풀면 f(−1) = 2를 얻는다. 곧 Q(1)이 증명되었다.
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이제 어떤 자연수 n ≥ 2에 대하여 k < n인 모든 자연수 k에 대하여 Q(k)가 성립한다고 가정해

보자. 귀납가정을 사용하기 위하여 먼저 f(−n) > −n임을 보이자. 이를 위하여 f(−n) ≤ −n

이라고 가정해 보자.

f(f(−n))2 = n2 + 4f(−n) ≤ n2 − 4n < (n− 2)2

따라서 이 경우는 n ≥ 3만 가능하며, |f(f(−n))| ≤ n− 3이다.

(a) f(f(−n)) > 0인 경우. f(f(f(−n))) = f(f(−n)) + 1. 또, P (f(−n))에서 f(−n)2 +

4f(f(−n)) = f(f(f(−n)))2 = (f(f(−n)) + 1)2

(b) f(f(−n)) = 0인 경우. f(−n) ̸= 0이므로, f(0) = 1이고 따라서 f(f(f(−n))) = 1

이다. 따라서 f(−n)2 + 4f(f(−)) = 12 = (f(f(−n)) + 1)2.

(c) f(f(−n)) < 0인 경우. 0 < −f(f(−n)) ≤ n − 3이므로 귀납 가정에서 f(−n)2 +

4f(f(−n)) = f(f(f(−n)))2 = (1± f(f(−n)))2

따라서 어느 경우이던지 f(−n)2 + 4f(f(−n)) = (1± f(f(−n)))2 이 공통적으로 성립한다.

그런데,

n2 ≤ f(−n)2 = (1± f(f(−n)))2−4f(f(−n))2 ≤ f(f(−n))2+6 |f(f(−n))|+1 = n2−8

이라서 모순이다. 곧 f(−n) > −n이다.

(a) f(−n) > 0인 경우. P (−n)에서

n2 + 4f(−n) = f(f(−n))2 = (f(−n) + 1)2

따라서 f(−n) = 1 + n이다.

(b) −n < f(−n) ≤ 0인 경우. f(−n) = 0이라면, f(0) = 1이고 따라서 f(f(−n)) = 1.

따라서 P (−n)에서 n2 = 12 이므로 모순이다. 따라서 −n < f(−n) < 0. P (−n)과

귀납가정에서

(−n)2 + 4f(−n) = (1± f(−n))2

(−n)2 + 4f(−n) = (1− f(−n))2 일 때는 n2 = (f(−n)− 3)2 − 8이고, 이는 n = 1

일 때만 성립하므로 모순이다. 따라서 (−n)2 + 4f(−n) = (1 + f(−n))2 인데 이는

n2 = (f(−n)− 1)2임을 의미하므로 Q(n)이 성립한다.

Step 5 임의의 정수 m에 대하여 K(m) : f(m) = m + 1 =⇒ f(m + 1) = m + 2를 보일 것이다.

먼저 m ≥ 0일 때는 자명하게 성립한다. 이제 자연수 n에 대하여 K(−n)을 증명할 것이다.

K(−1)을 보이기 위하여, f(−1) = 0이라 가정해 보자. 그렇다면 f(0) = 1이기 때문에 n = 1

일 때 K(−n)이 성립함을 보였다.

이제 n ≥ 2일 때, K(−n)을 보이기 위하여, f(−n) = −n+ 1이라고 가정하자.

f(−n+ 1)2 = f(f(−n))2 = (−n)2 + 4f(−n) = (n− 2)2

따라서 f(−n+ 1) = ±(n− 2)가 성립한다.

만일 f(−n+1) ̸= 2−n이라면, f(−n+1) = n−2이고, n−2 = 1± (n−1)이 되어야 한다.

곧, n−2 = 2−n. 이는 f(−n+1) = 2−n을 의미하여 모순이다. 따라서 f(−n+1) = 2−n

이다.
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Step 6 우선 모든 정수 n에 대하여 f = f+ : n 7→ n + 1일 수 있다. 이제 어떤 정수 n에 대하여

f(n) ̸= n+1이라고 해 보자. 그렇다면, 이를 만족하는 최대의 정수 m이 존재한다. 또한 m ≤ 0

이다.

(a) m = 0인 경우. f = f0 : x 7→


x+ 1 x > 0

0 x = 0

1− x x < 0

(b) m < 0인 경우. f = fm : x 7→

x+ 1 x > 0

1− x x ≤ m

Step 7 이제 이 함수들이 실제 해가 된다는 것을 보일 것이다. 먼저

n2 + 4f+(n)2 = n2 + 4(n+ 1) = (n+ 2)2 = f+ (f+(n))2

이므로 f = f+는 해가 된다. 또,

f0 (f0x) =

0, x = 0

2 + |x| , otherwise

x2 + 4f0(x) =

0, x = 0

x2 + 4 (1 + |x|) = (|x|+ 2)2

이므로 f = f0도 해가 된다. 임의의 자연수 m에 대하여

f−m (f−m(x)) =

2 + x, x > −m

2− x, x ≤ −m

x2 + 4f−m(x) =

(2 + x)2, x > −m

(2− x)2, x ≤ −m

따라서 풀이가 완료된다.

22. 행렬을 이용하여 1 ≤ k ≤ n− 1, Ak =

[
1 + ak −ak

ak −ak

]
일 때

[
uk+1

uk+1 − uk

]
=

[
uk + akuk−1

akuk−1

]
= Ak

[
uk

uk − uk−1

]

[vk+1; vk − vk+1] = Ak [vk; vk−1 − vk]

따라서

un = [1; 0]An−1An−2 · · ·A1 ·
[

1

0

]
= vn
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23. S가 n = 2000개 서로 다른 실수의 집합이라 하자. d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dm 을 중복을 고려하여 그

원소들 사이의 거리들이라 하자. m =
n(n− 1)

2
. S의 원소들을 적당히 rescale하여 일반성을 잃지 않고

d1 = 1이라고 가정할 수 있다. d1 = y− x, x, y ∈ S라 하자. S의 최대원소 v와 최소원소 u에 대하여

dm = v − u이다.

어떤 i ∈ {1, 2, . . . , m− 1}에 대하여
di+1/di

<
1 + 10−5 이라 가정하면, 0 ≤

di+1

di
− 1 < 10−5

이므로 요구된 부등식이 성립한다. 그렇지 않고, 항상
di+1

di
≥ 1 + 10−5이라 가정하자. 그러면

v−u = dm =
dm

d1
≥
(
1 +

1

105

)m−1

=

(
1 +

1

105

)1998999

=

((
1 +

1

105

)105
)19.98999

> 219

이제 v − u = v − x + x − u에서 v − x > 218 또는 x − u > 218 이다. 218 = 32 · 8192 >

32 · 3125 = 105임을 주목하라.

i. v − x > 218일 때. a = c = v, d = x, b = y로 택하면,∣∣∣∣a− b

c− d
− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ v − y

v − x
− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

v − x

∣∣∣∣ < 2−18 <
1

100000

ii. x− u > 218일 때. a = c = u, d = x, b = y로 택하면,∣∣∣∣a− b

c− d
− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣u− y

u− x
− 1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ 1

u− x

∣∣∣∣ < 2−18 <
1

10000

24. Q+ = Q>0이라 하자. 함수 f : Q>0 −→ R이 임의의 x, y ∈ Q>0에 대하여 조건

M(x, y) : f(x)f(y) ≥ f(xy), A(x, y) : f(x+ y) ≥ f(x) + f(y)

를 만족한다고 가정하자. f(a) = a도 어떤 a > 1에 대하여 만족한다고 하자. M(1, a)에서 f(1) ≥ 1

이다. 수학적 귀납법에서 ∀n ∈ N, ∀x ∈ Q>0에 대하여

f(nx) ≥ nf(x)

특히 f(n) ≥ n이다.

m,n ∈ N에 대하여 f (m/n) f(n) ≥ f(m). 따라서 ∀q ∈ Q+ 에 대하여 f(q) > 0이다. 따라서 f

는 강증가한다. 따라서 x ≥ 1일 때는 언제나

f(x) ≥ f (⌊x⌋) ≥ ⌊x⌋ > x− 1

이 성립한다.

수학적 귀납법으로 임의의 n ∈ N에 대하여 f(x)n ≥ f (xn)이 성립한다. f(x)n ≥ f (xn) >

xn − 1. 따라서 f(x) ≥ n
√
xn − 1. 따라서 ∀x > 1, f(x) ≥ x를 얻는다.

an = f(a)n ≥ f (an) ≥ an. 따라서 f (an) = an.

x > 1일 때 an − x > 1인 n을 정하자.

an = f (an) ≥ f(x) + f (an − x) ≥ x+ an − x = an

따라서 ∀x > 1, f(x) = x.

x ∈ Q+, n ≥ 2, n ∈ N일때

nf(x) = f(n)f(x) ≥ f(nx) ≥ nf(x)

따라서 f(nx) = nf(x)이고 이는 n = 1일 때도 성립한다. 따라서 f(m/n) = f(m)/n = m
n

.
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25. 먼저 ai ≤ n+ i− 1, i = 1, 2, . . . , n임을 보이자.

증명. 그렇지 않다고 하고, 그렇지 않은 최소의 i를 정하자.

an ≥ an−1 ≥ · · · ≥ ai ≥ n+ i

aai ≤ n+ i− 1 따라서 ai ̸≡ i, i + 1, . . . , n (mod n). 따라서 ai ≥ 2n + 1. a1 + n ≥ an ≥ ai.

따라서 a1 ≥ n+ 1. i의 최소성에서 i = 1이다. 곧, a1 ̸≡ 1, 2, . . . , n (mod n)이므로 모순이다.

한 번 적어보면,

a1 ≤ n

a2 ̸= n+ 1

...

an ≤ 2n− 1

an ≤ n일 때는 보이고자 하는 부등식이 성립한다. 따라서 an > n인 경우를 생각하자. t를 다음과 같이

정하자.

1 ≤ t ≤ n− 1

a1 ≤ a2 ≤ · · · ≤ at ≤ n < at+1 ≤ · · · ≤ an

1 ≤ a1 ≤ n, aa1 ≤ n이므로 a1 ≤ t. 따라서 an ≤ n+ t.

각각의 i에 대하여

bi = |{j ∈ {t+ 1, . . . , n} |aj ≥ n+ i}|

b1 ≥ b2 ≥ · · · ≥ bt ≥ bt+1 = 0

이제 i = 1, 2, . . . , t일 때 ai + bi ≤ n임을 보이고자 한다.

증명. n+ i− 1 ≥ aai , ai ≤ n. aj ≥ n+ i =⇒ j ∈ {ai + 1, . . . , n} 따라서 bi ≤ n− ai.

이제 at+1 + · · ·+ an ≤ n(n− t) + b1 + · · ·+ bt.

a1 + · · ·+ an ≤ n(n− t) + nt = n2

풀이2. 좌표평면에 정수 m,n에 대하여 ⟨m,n⟩격자를

{(x, y)| ⌈x⌉ = m, ⌈y⌉ = n}

으로 정하자.

각각의 i = 1, 2, . . . , n에 대하여

R =
n∪

i=1

∪
1≤j≤ai

⟨i, j⟩

을 생각하자. 이제 R을 y = x에 대하여 대칭이동한 다음에 x축 방향으로 −n만큼 옮긴 그래프를 S라

하자. R과 S가 겹치지 않음을 보이면 된다. 왜냐하면 T 를 제 1사분면의 n× n격자라 할 때 S에서 T

쪽에 튀어나온 부분이 바로 정확히 R에서 위로 삐져나간 부분이기 때문이다.

겹친다고 하고, i열에서 둘이 겹쳤다 하자. 이때, i열에서 제일 높은 겹치는 격자를 ⟨i, j⟩라 하자.
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Case1 ai ≤ n일 때. j = ai이다 (i, ai)격자는 S에서 제 ai행의 n+ i번째 격자다. 그런데 aai < n+ i

이므로 모순

Case2 ai ≥ n + 1일 때 j = n이다. 이는 S에서 제 n행에 (n + i)번째 격자다. an ≤ a1 + n이니

i ≤ a1이다. 그런데 a1 ≤ aa1 ≤ n. 따라서 ai ≤ aa1 ≤ n이므로 모순.

26. Z≥0 = N0 로 나타내자. 함수 f : N0 −→ N0 가 임의의 n ∈ N0 에 대하여 조건 P (n) : f3(n) =

f(n+ 1) + 1을 만족한다고 가정하자. f4(n) = f
(
f3(n)

)
= f(f(n+ 1) + 1)

f4(n+ 1) = f3(f(n+ 1)) = f(f(n+ 1) + 1) + 1 따라서 f4(n) + 1 = f4(n+ 1)이다. 이로써 f 가

유계가 아님을 알 수 있고, 또, 1− 1임을 알 수 있다.

Ri = Ran(f i)라 하자. R0 = N0이다. 또, Ri는 descending chain이다. 또한, R4가 cofinite 임에

주목하자.

Si = Ri−1 \Ri라 하자. f : Si −→ Si+1은 1-1대응이다. 따라서 k = |S1|이라 하자.

조건에서 0 ̸∈ R3이다. 따라서 0 ∈ S1 ∪ S2 ∪ S3이다. 따라서 k ≥ 1이다.

b ∈ R0 \ R3 라 하자. 만약 b ≥ 1이고 어떤 n에 대하여 f(n) = b − 1이라 가정해 보자. 그러면

f3(n− 1) = f(n) + 1 = b이므로 모순이다. 따라서

b = 0 ∨ b = f(0) + 1 ∨ b− 1 ∈ S1

이다. 따라서

3k = |S1 ∪ S2 ∪ S3| ≤ 1 + 1 + |S1| = k + 2

따라서 k ≤ 1, 곧 k = 1이다. 또한, 위 부등식에서 등호가 성립하므로

S1 = {a} , S2 = {f(a)} , S3 = {f(f(a))}

또, 위 경우는 정확히 한 번씩 성립하여{
a, f(a), f2(a)

}
= {0, a+ 1, f(0) + 1}

특히 a+ 1 ∈
{
f(a), f2(a)

}
. 만일 a+ 1 = f2(a)이면 f(a+ 1) = f3(a) = f(a+ 1) + 1이므로

f(a) = a+ 1

따라서 0 ∈
{
a, f2(a)

}
이다.

Case 1 a = 0일 때. f(0) = f(a) = a+ 1 = 1. f(1) = f2(a) = f(0) + 1 = 2.

이제 f(n) = n+ 1은 수학적 귀납법으로 증명하자.

증명. n ≥ 2라 하고 그 이전에는 다 성립했다 하자. n + 1 = f(n − 1) + 1 = f3(n − 2) =

f2(n− 1) = f(n)

대입하면 확인된다.
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Case 2 f2(a) = 0일 때. a = f(0) + 1. f(a+ 1) = f2(a) = 0 f(0) = f3(a) = f(a+ 1) + 1 = 1.

a = f(0) + 1 = 2. f(2) = 3. 따라서 f(0) = 1. f(2) = 3, f(3) = 0 이 경우

f(n) =


n+ 1 if n ≡ 0, 2 (mod 4)

n+ 5 if n ≡ 1( (mod 4))

n− 3 if n ≡ 3( (mod 4))

이것이 성립하는 것은 역시 n = 4m+ r일 때 m에 대한 귀납법으로 확인된다.

27. 실수 계수 다항식 P (x)가(
x3 −mx2 + 1

)
P (x+ 1) +

(
x3 +mx2 + 1

)
P (x− 1) = 2

(
x3 −mx+ 1

)
P (x)

를 만족한다고 하고, 양변에 x를 곱해보자.

x
(
x3 −mx2 + 1

)
P (x+1)+x

(
x3 +mx2 + 1

)
P (x−1) = ((x+ 1)− (x− 1))

(
x3 −mx+ 1

)
P (x)

Q(x) = xP (x+ 1)− (x+ 1)P (x)이라 하면(
x3 −mx2 + 1

)
Q(x) =

(
x3 +mx2 − 1

)
Q(x− 1)

다항식 X(x)의 다중 해집합을 RX(x)로 나타내자.

이제 degP (x) ≥ 2라고 가정하자. 그러면 degQ(x) = P (x)이다. Aa(x) = x3 + ax + 1이라

하자. A(x) = A−m(x), B(x) = Am(x)라 하자.

RA(x) = {x1, x2, x3} , RB(x) = {y1, y2, y3}

라 하자.

{x1, x2, x3} ∪RQ = {y1, y2, y3} ∪
(
RQ + 1

)
그러면

∀r ∈ RQ,
(
r + 1 ∈ RQ ∨ ∃i.r + 1 = xi

)
∧
(
r − 1 ∈ RQ ∨ ∃i.r = yi

)
따라서 공통해집합은 xi, yi를 적당히 배열하면

Ri = {yi, yi + 1, · · · , yi + ki = xi} , i = 1, 2, 3

으로 분할된다. 특히 xi − yi ∈ N0이다.

미적분으로 a ∈ Z일 경우 a ≤ −2일 때 Aa(x)가 세 실근을 가지고, a ≥ −1일 때 Aa(x)가 오직

한 실근을 가진다. A(x)와 B(x)의 실근의 개수가 같아야 하기때문에 m = 1 ∨ −1임을 알 수 있다.

A1(x) = x3 + x2 + 1의 근은 x = −0.6x, A−1(x)의 근은 x = −1.3x이므로 불가능함을 알 수

있다. 곧, P (x)는 선형이다.

주어진 조건은 선형으로 P (x) = x일 때 만족하고 P (1)에서는 만족하지 않기 때문에 P (x) = tx

가 해임을 알 수 있다.
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